
   
⌫⌫   

ร.ท. สุระ  บรรจงจิตร 
ชวยราชการ  ยุทธการโรงเรียนนายเรือ 

 

บทนํา 
 นักวิทยาศาสตรและวิศวกรสามารถอธิบายปรากฏการณตาง ๆ รอบตัวเรา ท้ังที่เปนไปโดย 
ธรรมชาตแิละสิ่งท่ีมนษุยสรางขึ้นดวยสมการทางคณติศาสตร เพือ่ชวยในการศกึษาทําความเขาใจปรากฏการณ 
น้ัน ๆ หรือเพือ่ควบคุมปรากฏการณตาง ๆ ใหเปนไปตามทีต่องการ เพือ่นํามาใชใหเปนประโยชน  การ
อธบิายปรากฏการณตาง ๆ ในเชงิคณิตศาสตรน้ันเรียกวาการจําลองทางคณิตศาสตร (Mathematical 
Modeling)  โดยมักใชสมการเชิงอนพุนัธ (Differential Equations) ซ่ึงสามารถใชไดกับปรากฏการณ     
หลายประเภทไมจํากัดสาขาวิชา เชน ปรากฏการณทางกลศาสตร ปฏิกิริยาเคมี และวงจรไฟฟา เปนตน 

ทฤษฎีระบบ (System Theory) 

เปนอีกแขนงวิชาหน่ึงที่ใชแบบจําลองทางคณิตศาสตรในการศึกษาและควบคุมระบบ (หรือปรากฏการณ) 
ตาง ๆ โดยแบงระบบออกเปนระบบเชิงเสน (Linear Systems) และระบบไมเชิงเสน (Nonlinear Systems) 
ซ่ึงกอนท่ีจะกลาวถึงรายละเอียดและขอแตกตางของระบบทั้งสองแบบ ผูเขียนจะกลาวถึงพื้นฐานในการ
วิเคราะหระบบเบือ้งตนกอน 
 คุณสมบัต ิ (Characteristics) หลักของระบบที่นักวเิคราะหระบบหรือวศิวกรระบบตองการศกึษาคอื 
จุดสมดุล (Equilibrium Points) และ เสถียรภาพ (Stability) ของระบบนั้น ๆ  จุดสมดุล คอืจุด (หรือสถานะ - 
States) ที่ระบบหยุดนิ่งหรอืไมมีการเปลีย่นแปลงใด ๆ ตวัอยางเชน จุดสมดุลในระบบของกอนน้ําหนักที ่    
หอยติดอยูกบัสปริง กค็อืจุดที่กอนนํ้าหนักนั้นดึงใหสปริงยืดจนแรงดึงของสปรงิสมดุลกับแรงโนมถวงท่ีดึง
กอนน้ําหนักอยู  ลักษณะหลักอีกอยางหนึ่งของระบบก็คือเสถียรภาพของระบบ หรือถาจะใหเฉพาะเจาะจงลง
ไปก็คือเสถียรภาพของจุดสมดุลในระบบ จุดสมดุลของระบบจะเปนจุดสมดุลที่เสถียร (Stable) ก็ตอเม่ือ         
จุดสมดุลนั้นดงึดูดสถานะที่อยูใกลเคียงในระบบนั้น และจดุสมดุลจะไมเสถียรถาสถานะที่อยูใกลเคียงถูกผลักออก  
ดังนั้นจุดสมดุลในตัวอยางของระบบกอนน้ําหนักที่ผูกอยูกับสปริงจึงเปนจุดสมดุลที่เสถียร เน่ืองจากกอนน้ําหนัก   
จะถูกดึงกลับไปที่จุดสมดุลเม่ือถูกขยับออกจากจุดสมดุลน้ัน 
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 ขอแตกตางทีส่ําคัญระหวางระบบเชิงเสนกับระบบไมเชิงเสนคอื การรวมกันแบบ Superposition       
ไมสามารถกระทําไดในระบบไมเชิงเสน  ระบบเชิงเสนจะมีจุดสมดุลตอเนื่องกันเพยีงจุดเดียว (อาจมีหลายจุด
ไดในกรณีที่คาเจาะจง - Eigenvalues เปนศูนย แตทุกจุดจะตอเน่ืองกันเปนเสน)  สวนระบบไมเชิงเสน
สามารถมีจุดสมดุลที่ไมตอเน่ืองกัน (isolated equilibrium points) มากกวาหนึ่งจุด  นอกจากนั้นแลว ระบบ
ไมเชิงเสนยังแสดงลักษณะพิเศษอื่น ๆ ท่ีไมพบในระบบเชิงเสน เชน การเขาสูอนันตในเวลาจํากัด (Finite 
Escape Time) วงรอบจํากัด (Limit Cycles) และความไรระเบยีบ (Chaos) เปนตน 
 ตัวอยางของพลวตั (Dynamics) ของระบบไมเชิงเสน (หรือเรียกวา พลวตัไมเชงิเสน – Nonlinear 
Dynamics) ไดแก ลูกตุม Pendulum จะเห็นไดวาระบบของลูกตุม pendulum มีจุดสมดุลอยู ๒ จุดคือ       
จุดที่ลูกตุมอยูในแนวดิ่งตั้งขึน้และในแนวดิ่งลง โดยจุดสมดุลในแนวดิ่งตั้งขึ้นเปนจุดสมดุลที่ไมเสถียร (ลูกตุม
ท่ีตั้งขึ้นในแนวดิ่งสมบูรณจะคงอยูทีจุ่ดนั้น แตจะแกวงออกจากตําแหนงเดิมถาถูกรบกวน)  และจุดสมดุลใน
แนวดิ่งลงเปนจุดสมดุลที่เสถียร 

พลวัตแบบลอเรนซ 
 พลวตัแบบลอเรนซ (Lorenz Dynamics) จัดเปนพลวตัไมเชิงเสนอีกแบบหนึ่งท่ีมีลักษณะพเิศษ
เฉพาะที่นาสนใจ พลวตัแบบลอเรนซถูกคนพบโดยนักอุตุนยิมวทิยาชื่อ Ed Lorenz ในป ค.ศ.๑๙๖๓       
ขณะกําลังศึกษาแบบจําลองสําหรับระบบ อตุุนิยมวทิยา (Meteorology) เพือ่พยากรณสภาวะอากาศจากการ
ทราบเงือ่นไขเริ่มตน เชน ความเร็วลม อุณหภูมิ และความกดอากาศ  แบบจําลองของลอเรนซประกอบดวย
สมการเชิงอนุพันธท่ีเกี่ยวเนื่องกัน (coupled differential equations) ๑๒ สมการ โดยทําการคํานวณแบบ  
ทําซํ้า (iteration) ดวยเคร่ืองคอมพวิเตอร  ลอเรนซพบวาเมือ่เขาตองการจะคาํนวณสภาวะอากาศซ้ําเปน  
ครั้งท่ีสองโดยใชคาเร่ิมตนจากผลที่ไดจากชวงตนของการคํานวณครั้งแรก ผลท่ีไดรับกลบัแตกตางกันอยาง
สิ้นเชงิหลงัจากที่ทําการคํานวณไปไดระยะหนึง่ ลอเรนซสงสยัวาผลที่แตกตางกันระหวางการคํานวณสองครั้ง 
เกิดจากความผิดพลาดของเครื่องคอมพิวเตอร (ในยุคนั้นเคร่ืองคอมพวิเตอรยังใหม มีขนาดใหญเทอะทะ 
และเปนสิ่งลึกลับสําหรบัหลายคน) แตหลังจากทีต่รวจสอบและทดลองใหมอยูหลายครั้ง ลอเรนซก็ไดขอสรุป
วาผลที่ไดออกมาตางกันอยางสิ้นเชิงนั้น เกิดจากความคลาดเคลือ่นในการใสคาเร่ิมตนเพียงเล็กนอยในระดับ
ของจุดทศนิยมท่ีไมนาจะเปนเหตุของผลลพัธทีต่างกันมาก  
 ลักษณะเดนของพลวัตแบบลอเรนซคอืการแกวงแบบไมเปนคาบ (non-periodic oscillation) และความ   
ไวตอคาเริ่มตน (sensitive dependence on initial conditions)  การที่ผลการคํานวณสภาวะอากาศสองครั้งของ   
ลอเรนซออกมาแตกตางกันมากจากคาเร่ิมตนท่ีตางกันเพียงเล็กนอย  แสดงถึงความไวตอคาเริ่มตนของระบบ 
นอกจากสภาวะอากาศแลว นักวิทยาศาสตร วิศวกร และนักคณติศาสตรรุนหลงัยังใชพลวตัแบบลอเรนซเพื่อ
ศึกษาระบบอืน่ ๆ  เชน เลเซอรพลศาสตร  (laser  dynamics)  และการเคลือ่นตัวของโมเลกุลในปฏิกิริยาเคม ี
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การทดลองกังหันน้ํา 

 อีกตวัอยางหนึ่งของพลวตัแบบลอเรนซที่เปนท่ีรูจักกนัดีสําหรับผูทีศ่ึกษาพลวตัไมเชิงเสน ก็คอื  
กังหันน้ําที่ปลอยน้ําลงตรงกลางและเจาะรใูหน้ํารั่วออกมาได การทดลองกังหันน้ําแบบน้ีคิดคนขึน้โดยมาลคัส
และโฮวารด (Willem Malkus and Lou Howard) จากสถาบันเทคโนโลยีแหงแมสซาชูเซตส 
(Massachusetts Institute of Technology)  รูปท่ี ๑ แสดงแบบของการทดลองกังหันนํ้า [๑]  และ 
ผูเขียนไดสรางกังหันน้ําคลายแบบของมาลคัสและโฮวารด  [๒] เพือ่ประกอบโครงงานในวชิาพลศาสตรไม
เชิงเสน  ในรปูท่ี ๒ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ๑ การทดลองกังหันนํ้า 

รูปที่ ๒ กังหันน้ําที่ผูเขียนสรางขึ้น 
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สมการลอเรนซในระบบกังหันนํ้าสามารถหาไดจากกฎการอนุรักษมวล (conservation of mass) และผลรวม
แรงบิด (torque balance) [๑], [๒]  จากกฎการอนุรักษมวลจะไดสมการเชิงอนพุนัธยอย (partial differential 
equation): 
 
                  (๑) 
 
โดยที่ตวัแปร Q, K, ω   และ θ  คืออตัรานํ้าไหลเขา อตัรานํ้าไหลออก ความเร็วเชิงมุมของกังหัน และ 
มุมเอียงของกงัหันตามลําดับ  สวน m คือการกระจายมวลของน้ําในกังหันซึ่งเปนฟงกชั่นของมุมเอียงของ
กังหัน � และเวลา t  อีกสมการหนึ่งไดจากผลรวมแรงบิด: 
 

(๒) 

 
โดยที่ I, -vw และ r คือ โมเมนตเฉือ่ยคงที่ (steady-state moments of inertia) ของกังหัน  แรงบิดฝด 
(damping torque) และรัศมีของกังหันตามลําดับ สวนพจนอนิติเกรต คอืแรงบิดที่เกิดจากแรงโนมถวง 
(gravitational torque) 
 สมการ (๑) และ (๒) จากการอนุรักษมวลและผลรวมแรงบิดสามารถกระจายใหอยูในรูปของอนุกรม
ฟูเรยีร (Fourier series expansion) ได : 
 

(๓) 
 

(๔) 
 
อัตรานํ้าไหลเขาไมมีพจนของ sine ในอนุกรมเนื่องจากตําแหนงน้ําที่ไหลเขาสมมาตรอยูที่กึ่งกลางของกังหนั 
 เม่ือแทนคา m และ Q จาก (๓) และ (๔) ลงในสมการ (๑) และ (๒) จะได: 
 

(๕) 

(๖) 
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เนื่องจากสมการ (๗) มีเพยีงพจน  n = 1 ของอนกุรมฟูเรียร  จึงสามารถเขยีนแยกพจน  n = 1 ของ 
สมการ (๕), (๖) และ (๗) ไดเปน: 
 

(๘) 
 
 

สมการ (๘) ท้ังสามสมการสามารถจัดอยูในรูปสมการลอเรนซมาตรฐาน [๒] ได: 
 

 
(๙) 

 
 
โดยที่ x, y และ z คือสถานะ (states) ของระบบ สวน r, b และ σ  คือตัวแปร (parameters) ของระบบ 

ความไรระเบียบ (chaos) ในพลวัตแบบลอเรนซ 

 จุดสมดุลของพลวตัแบบลอเรนซสามารถหาไดจากสมการลอเรนซ (๙) โดยแทนคาอนุพันธของ x, y 
และ z ดวยศนูย  ไดดังนี้ 
 

 
(๑๐) 

 

เม่ือ r < 1 จดุสมดุลของระบบมีเพียงจุดเดียวที ่ (0,0,0) และเปนจุดสมดุลที่เสถยีร ซึ่งหมายความวาสถานะ
ของระบบจะกลับเขาสูจุดกําเนิด (origin) โดยธรรมชาต ิอยางไรก็ดี จุดสมดุลจะเพิ่มเปนสามจดุเมื่อ  r > 1 
และทั้งสามจดุจะไมเสถียรเม่ือ  r > rH  โดยที่ 
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ถึงแมวาจุดสมดุลทั้งสามจดุจะไมเสถียรในกรณี r > rH พลวัตลอเรนซโดยรวมก็ไมเขาสูอนันต  
แตสถานะของระบบกลับมีการเปลี่ยนแปลงภายในขอบเขตจํากัด (bounded trajectory) ในลักษณะของ    
การแกวงแบบไมเปนคาบ (non-periodic oscillation)  นอกจากนั้น พลวตัของระบบยังแสดงความไวตอ      
คาเริ่มตน ตามที่ลอเรนซพบในแบบจําลองสภาวะอากาศที่เขาสรางขึ้นในป ค.ศ.๑๙๖๓  ลักษณะโดยรวมของ
ระบบถึงแมจะสามารถอธิบายไดดวยสมการคณิตศาสตร แตผลลพัธกลบัไมสามารถทํานายลวงหนาได      
เนื่องจากความคลาดเคลือ่นเพยีงเล็กนอยในการวัดคาเริ่มตน จะสงผลใหสถานะของระบบแตกตางกัน    
อยางสิ้นเชิงในที่สุด  
 อันท่ีจริงมีผูคนพบลักษณะของความไวตอคาเริ่มตนกอนหนาการคนพบของลอเรนซ โดยใน     
คริสตศตวรรษที ่๑๙ นักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส เฮนรี่  พอยนคาเร (Henri Poincaré) พบวาผลการคํานวณ
การโคจรของวัตถุทองฟาสามดวง (three celestial bodies) โดยใชสมการของนิวตันน้ันไมสามารถแสดง
ออกมาในรูปสมการตอเนื่อง (closed-form solution) ได นอกจากนั้นแลว เสนทางการโคจรที่คํานวณได
ออกมาแตกตางกันอยางสิ้นเชิงเม่ือคาเร่ิมตนของการโคจรเปลี่ยนไปเพียงเล็กนอย  อยางไรก็ดี นัก
คณิตศาสตรและนักวิทยาศาสตรในสมัยนั้นไมใหความสนใจกบัการคนพบของพอยนคาเร เนื่องจากขั้นตอน
การคํานวณที ่  ซบัซอนเกนิกวาทีจ่ะทําไดโดยไมใชเครื่องคอมพวิเตอร (ซึ่งยังตองรอไปอีกเกอืบ  ๑๐๐  ป) 
 นอกจากการคํานวณที่ซบัซอนแลว นักคณิตศาสตรและนักวิทยาศาสตรในสมยัน้ันยังมีเหตผุลอื่นที่
ไมใหความสนใจกบัการคนพบของพอยนคาเร นบัตั้งแตกอนการคนพบสมการของนวิตนันักวิทยาศาสตร 
และนักคณติศาสตรเชือ่วาทกุสิ่งทุกอยางในจักรวาลสามารถอธิบายไดดวยสมการทางคณิตศาสตร และถา  
ท้ังจักรวาลถูกกําหนดไวดวยกฎของวิทยาศาสตรและสมการคณิตศาสตรแลว มนุษยยอมสามารถทํานาย
ปรากฏการณตาง ๆ ลวงหนาได  โดยการทราบคาเร่ิมตนของปรากฏการณน้ัน ๆ  และความคลาดเคลื่อนใน
คาเริ่มตนเพยีงเล็กนอยจะสงผลถึงผลการทํานายลวงหนาที่คลาดเคลือ่นเพียงเล็กนอยเทานัน้ดวย (ซึ่งเปน
จริงในกรณขีองปรากฏการณเชิงเสน)  การคนพบของพอยนคาเรแสดงใหเห็นวาความคลาดเคลือ่นแม   
เพียงเล็กนอย จะทําใหการทํานายลวงหนาผิดพลาดไปอยางสิ้นเชงิ ซึ่งหมายความวาเปนไปไมไดท่ีจะ
ทํานายปรากฏการณที่มีความไวตอคาเริม่ตนลวงหนาได 
 ปรากฏการณความไวตอคาเร่ิมตน (sensitive dependence on initial conditions) ถูกละเลยมา
จนถึงกลางครสิตศตวรรษที ่ ๒๐ เม่ือเริ่มมีการใชเครือ่งคอมพิวเตอร  หลังจากการคนพบของลอเรนซ ไดมี     
นักคณิตศาสตรและนักวทิยาศาสตรจํานวนมากที่เร่ิมหันมาสนใจศกึษาปรากฏการณนี้อยางจริงจัง     และใน
กลางทศวรรษที ่๗๐ นักฟสิกส เจมส ยอรค (James Yorke) ชาวอเมริกันไดตั้งชือ่ปรากฏการณน้ีวา “เคออส” 
(Chaos) ซึ่งเปนชื่อที่ใชแพรหลายมาจนปจจุบัน  
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ผลการทดลองกังหันน้ํา 

 เซนเซอรวัดความเร็ว (optical encoder) ใชรวมกับเครื่องคอมพวิเตอรเพือ่วัด และบันทึกความเร็วใน
การหมุนของตัวกังหันนํ้า โดยที่อตัราน้ําไหลเขาในกังหันสามารถปรับไดดวยลิ้นเปด - ปด เพือ่ปรบัแตง    
คุณลักษณะภายในของระบบ เม่ือน้ําถูกปลอยใหไหลเขาในอัตราที่สงูความเร็วการหมุนของกังหันจะเปลี่ยนแปลง  
ในลักษณะของการแกวงแบบคงที ่ (steady-state oscillation)  ในรูปที ่๓  และความเร็วการหมุนของกังหัน
นํ้าจะเปลี่ยนเปนลักษณะของการแกวงแบบไมเปนคาบและความไรระเบียบ  เม่ืออตัราการไหลเขาของนํ้า  
ลดลง ในรูปท่ี ๔ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่๓  และรูปท่ี ๔ แสดงการเปลี่ยนแปลงของระบบจากจากการแกวงแบบคงที่ (1 < r < rH) ไป    
สูเคออส  (r > rH)  การแกวงในรูปที ่๓ มีขนาด (amplitude) ไมคงที ่ เนือ่งจากแรงเสียดทานของแกนหมนุ
และความคลาดเคลื่อนในการสรางตัวกังหนั 

ลักษณะความไวตอคาเริ่มตนสามารถสังเกตได จากกราฟบนัทึกความเร็วการหมุนของกังหันในรูป  
ท่ี ๕  เม่ือตําแหนงเร่ิมตนการหมุนของกังหันนํ้าเปลีย่นไปเล็กนอย กราฟความเร็วการหมุนของกังหันทั้งสอง
ครั้งไมมีความคลายคลึงกันเลย 
 

 
 
 
 

รูปที่ ๔  การแกวงแบบไมเปนคาบ รูปที ่๓  การแกวงแบบคงที่ 
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สรุป 

 นอกจากพลวตัแบบลอเรนซแลว ปรากฏการณไรระเบียบยังพบในพลวตัไมเชิงเสนอื่น ๆ อีก          
เชน  แฟรคตลั  (fractal geometry) และการไหลแบบเทอรบูเลนท (turbulent flow)  พลวัตเหลาน้ีถูกกําหนด
ดวยกฎเกณฑทางวทิยาศาสตร และสามารถอธิบายไดดวยสมการคณิตศาสตร ปรากฏการณไรระเบียบ     
จึงไมใชความยุงเหยิงหรือไมแนนอนเหมอืนอยางที่หลายคนเขาใจ (โดยเฉพาะเม่ือแปลจากชื่อ “chaos”)      
แตเปนการเปลี่ยนแปลงที่ซับซอนภายใตกฎเกณฑแนนอนแตไมอาจทํานายลวงหนาไดอันเนือ่งมาจากความ
ไวตอคาเริ่มตนของระบบ 
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รูปที ่๕  ความเร็วการหมุนของกังหันนํ้าเมื่อคาเริ่มตนเปล่ียนไป 


