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บทนํา 
 นักวิทยาศาสตรและวิศวกรสามารถอธิบายปรากฏการณตาง ๆ รอบตัวเรา ท้ังที่เปนไปโดย 
ธรรมชาตแิละสิ่งท่ีมนษุยสรางขึ้นดวยสมการทางคณติศาสตร เพือ่ชวยในการศกึษาทําความเขาใจปรากฏการณ 
น้ัน ๆ หรือเพือ่ควบคุมปรากฏการณตาง ๆ ใหเปนไปตามทีต่องการ เพือ่นํามาใชใหเปนประโยชน  การ
อธบิายปรากฏการณตาง ๆ ในเชงิคณิตศาสตรน้ันเรียกวาการจําลองทางคณิตศาสตร (Mathematical 
Modeling)  โดยมักใชสมการเชิงอนพุนัธ (Differential Equations) ซ่ึงสามารถใชไดกับปรากฏการณ     
หลายประเภทไมจํากัดสาขาวิชา เชน ปรากฏการณทางกลศาสตร ปฏิกิริยาเคมี และวงจรไฟฟา เปนตน 

ทฤษฎีระบบ (System Theory) 

เปนอีกแขนงวิชาหน่ึงที่ใชแบบจําลองทางคณิตศาสตรในการศึกษาและควบคุมระบบ (หรือปรากฏการณ) 
ตาง ๆ โดยแบงระบบออกเปนระบบเชิงเสน (Linear Systems) และระบบไมเชิงเสน (Nonlinear Systems) 
ซ่ึงกอนท่ีจะกลาวถึงรายละเอียดและขอแตกตางของระบบทั้งสองแบบ ผูเขียนจะกลาวถึงพื้นฐานในการ
วิเคราะหระบบเบือ้งตนกอน 
 คุณสมบัต ิ (Characteristics) หลักของระบบที่นักวเิคราะหระบบหรือวศิวกรระบบตองการศกึษาคอื 
จุดสมดุล (Equilibrium Points) และ เสถียรภาพ (Stability) ของระบบนั้น ๆ  จุดสมดุล คอืจุด (หรือสถานะ - 
States) ที่ระบบหยุดนิ่งหรอืไมมีการเปลีย่นแปลงใด ๆ ตวัอยางเชน จุดสมดุลในระบบของกอนน้ําหนักที ่    
หอยติดอยูกบัสปริง กค็อืจุดที่กอนนํ้าหนักนั้นดึงใหสปริงยืดจนแรงดึงของสปรงิสมดุลกับแรงโนมถวงท่ีดึง
กอนน้ําหนักอยู  ลักษณะหลักอีกอยางหนึ่งของระบบก็คือเสถียรภาพของระบบ หรือถาจะใหเฉพาะเจาะจงลง
ไปก็คือเสถียรภาพของจุดสมดุลในระบบ จุดสมดุลของระบบจะเปนจุดสมดุลที่เสถียร (Stable) ก็ตอเม่ือ         
จุดสมดุลนั้นดงึดูดสถานะที่อยูใกลเคียงในระบบนั้น และจดุสมดุลจะไมเสถียรถาสถานะที่อยูใกลเคียงถูกผลักออก  
ดังนั้นจุดสมดุลในตัวอยางของระบบกอนน้ําหนักที่ผูกอยูกับสปริงจึงเปนจุดสมดุลที่เสถียร เน่ืองจากกอนน้ําหนัก   
จะถูกดึงกลับไปที่จุดสมดุลเม่ือถูกขยับออกจากจุดสมดุลน้ัน 



ปที่ ๒ ฉบับที่ ๓                                                                                        กรกฎาคม - กันยายน  ๒๕๔๕ 
                                                                ๖๗ 
 
 ขอแตกตางทีส่ําคัญระหวางระบบเชิงเสนกับระบบไมเชิงเสนคอื การรวมกันแบบ Superposition       
ไมสามารถกระทําไดในระบบไมเชิงเสน  ระบบเชิงเสนจะมีจุดสมดุลตอเนื่องกันเพยีงจุดเดียว (อาจมีหลายจุด
ไดในกรณีที่คาเจาะจง - Eigenvalues เปนศูนย แตทุกจุดจะตอเน่ืองกันเปนเสน)  สวนระบบไมเชิงเสน
สามารถมีจุดสมดุลที่ไมตอเน่ืองกัน (isolated equilibrium points) มากกวาหนึ่งจุด  นอกจากนั้นแลว ระบบ
ไมเชิงเสนยังแสดงลักษณะพิเศษอื่น ๆ ท่ีไมพบในระบบเชิงเสน เชน การเขาสูอนันตในเวลาจํากัด (Finite 
Escape Time) วงรอบจํากัด (Limit Cycles) และความไรระเบยีบ (Chaos) เปนตน 
 ตัวอยางของพลวตั (Dynamics) ของระบบไมเชิงเสน (หรือเรียกวา พลวตัไมเชงิเสน – Nonlinear 
Dynamics) ไดแก ลูกตุม Pendulum จะเห็นไดวาระบบของลูกตุม pendulum มีจุดสมดุลอยู ๒ จุดคือ       
จุดที่ลูกตุมอยูในแนวดิ่งตั้งขึน้และในแนวดิ่งลง โดยจุดสมดุลในแนวดิ่งตั้งขึ้นเปนจุดสมดุลที่ไมเสถียร (ลูกตุม
ท่ีตั้งขึ้นในแนวดิ่งสมบูรณจะคงอยูทีจุ่ดนั้น แตจะแกวงออกจากตําแหนงเดิมถาถูกรบกวน)  และจุดสมดุลใน
แนวดิ่งลงเปนจุดสมดุลที่เสถียร 

พลวัตแบบลอเรนซ 
 พลวตัแบบลอเรนซ (Lorenz Dynamics) จัดเปนพลวตัไมเชิงเสนอีกแบบหนึ่งท่ีมีลักษณะพเิศษ
เฉพาะที่นาสนใจ พลวตัแบบลอเรนซถูกคนพบโดยนักอุตุนยิมวทิยาชื่อ Ed Lorenz ในป ค.ศ.๑๙๖๓       
ขณะกําลังศึกษาแบบจําลองสําหรับระบบ อตุุนิยมวทิยา (Meteorology) เพือ่พยากรณสภาวะอากาศจากการ
ทราบเงือ่นไขเริ่มตน เชน ความเร็วลม อุณหภูมิ และความกดอากาศ  แบบจําลองของลอเรนซประกอบดวย
สมการเชิงอนุพันธท่ีเกี่ยวเนื่องกัน (coupled differential equations) ๑๒ สมการ โดยทําการคํานวณแบบ  
ทําซํ้า (iteration) ดวยเคร่ืองคอมพวิเตอร  ลอเรนซพบวาเมือ่เขาตองการจะคาํนวณสภาวะอากาศซ้ําเปน  
ครั้งท่ีสองโดยใชคาเร่ิมตนจากผลที่ไดจากชวงตนของการคํานวณครั้งแรก ผลท่ีไดรับกลบัแตกตางกันอยาง
สิ้นเชงิหลงัจากที่ทําการคํานวณไปไดระยะหนึง่ ลอเรนซสงสยัวาผลที่แตกตางกันระหวางการคํานวณสองครั้ง 
เกิดจากความผิดพลาดของเครื่องคอมพิวเตอร (ในยุคนั้นเคร่ืองคอมพวิเตอรยังใหม มีขนาดใหญเทอะทะ 
และเปนสิ่งลึกลับสําหรบัหลายคน) แตหลังจากทีต่รวจสอบและทดลองใหมอยูหลายครั้ง ลอเรนซก็ไดขอสรุป
วาผลที่ไดออกมาตางกันอยางสิ้นเชิงนั้น เกิดจากความคลาดเคลือ่นในการใสคาเร่ิมตนเพียงเล็กนอยในระดับ
ของจุดทศนิยมท่ีไมนาจะเปนเหตุของผลลพัธทีต่างกันมาก  
 ลักษณะเดนของพลวัตแบบลอเรนซคอืการแกวงแบบไมเปนคาบ (non-periodic oscillation) และความ   
ไวตอคาเริ่มตน (sensitive dependence on initial conditions)  การที่ผลการคํานวณสภาวะอากาศสองครั้งของ   
ลอเรนซออกมาแตกตางกันมากจากคาเร่ิมตนท่ีตางกันเพียงเล็กนอย  แสดงถึงความไวตอคาเริ่มตนของระบบ 
นอกจากสภาวะอากาศแลว นักวิทยาศาสตร วิศวกร และนักคณติศาสตรรุนหลงัยังใชพลวตัแบบลอเรนซเพื่อ
ศึกษาระบบอืน่ ๆ  เชน เลเซอรพลศาสตร  (laser  dynamics)  และการเคลือ่นตัวของโมเลกุลในปฏิกิริยาเคม ี
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การทดลองกังหันน้ํา 

 อีกตวัอยางหนึ่งของพลวตัแบบลอเรนซที่เปนท่ีรูจักกนัดีสําหรับผูทีศ่ึกษาพลวตัไมเชิงเสน ก็คอื  
กังหันน้ําที่ปลอยน้ําลงตรงกลางและเจาะรใูหน้ํารั่วออกมาได การทดลองกังหันน้ําแบบน้ีคิดคนขึน้โดยมาลคัส
และโฮวารด (Willem Malkus and Lou Howard) จากสถาบันเทคโนโลยีแหงแมสซาชูเซตส 
(Massachusetts Institute of Technology)  รูปท่ี ๑ แสดงแบบของการทดลองกังหันนํ้า [๑]  และ 
ผูเขียนไดสรางกังหันน้ําคลายแบบของมาลคัสและโฮวารด  [๒] เพือ่ประกอบโครงงานในวชิาพลศาสตรไม
เชิงเสน  ในรปูท่ี ๒ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ ๑ การทดลองกังหันนํ้า 

รูปที่ ๒ กังหันน้ําที่ผูเขียนสรางขึ้น 
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สมการลอเรนซในระบบกังหันนํ้าสามารถหาไดจากกฎการอนุรักษมวล (conservation of mass) และผลรวม
แรงบิด (torque balance) [๑], [๒]  จากกฎการอนุรักษมวลจะไดสมการเชิงอนพุนัธยอย (partial differential 
equation): 
 
                  (๑) 
 
โดยที่ตวัแปร Q, K, ω   และ θ  คืออตัรานํ้าไหลเขา อตัรานํ้าไหลออก ความเร็วเชิงมุมของกังหัน และ 
มุมเอียงของกงัหันตามลําดับ  สวน m คือการกระจายมวลของน้ําในกังหันซึ่งเปนฟงกชั่นของมุมเอียงของ
กังหัน � และเวลา t  อีกสมการหนึ่งไดจากผลรวมแรงบิด: 
 

(๒) 

 
โดยที่ I, -vw และ r คือ โมเมนตเฉือ่ยคงที่ (steady-state moments of inertia) ของกังหัน  แรงบิดฝด 
(damping torque) และรัศมีของกังหันตามลําดับ สวนพจนอนิติเกรต คอืแรงบิดที่เกิดจากแรงโนมถวง 
(gravitational torque) 
 สมการ (๑) และ (๒) จากการอนุรักษมวลและผลรวมแรงบิดสามารถกระจายใหอยูในรูปของอนุกรม
ฟูเรยีร (Fourier series expansion) ได : 
 

(๓) 
 

(๔) 
 
อัตรานํ้าไหลเขาไมมีพจนของ sine ในอนุกรมเนื่องจากตําแหนงน้ําที่ไหลเขาสมมาตรอยูที่กึ่งกลางของกังหนั 
 เม่ือแทนคา m และ Q จาก (๓) และ (๔) ลงในสมการ (๑) และ (๒) จะได: 
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เนื่องจากสมการ (๗) มีเพยีงพจน  n = 1 ของอนกุรมฟูเรียร  จึงสามารถเขยีนแยกพจน  n = 1 ของ 
สมการ (๕), (๖) และ (๗) ไดเปน: 
 

(๘) 
 
 

สมการ (๘) ท้ังสามสมการสามารถจัดอยูในรูปสมการลอเรนซมาตรฐาน [๒] ได: 
 

 
(๙) 

 
 
โดยที่ x, y และ z คือสถานะ (states) ของระบบ สวน r, b และ σ  คือตัวแปร (parameters) ของระบบ 

ความไรระเบียบ (chaos) ในพลวัตแบบลอเรนซ 

 จุดสมดุลของพลวตัแบบลอเรนซสามารถหาไดจากสมการลอเรนซ (๙) โดยแทนคาอนุพันธของ x, y 
และ z ดวยศนูย  ไดดังนี้ 
 

 
(๑๐) 

 

เม่ือ r < 1 จดุสมดุลของระบบมีเพียงจุดเดียวที ่ (0,0,0) และเปนจุดสมดุลที่เสถยีร ซึ่งหมายความวาสถานะ
ของระบบจะกลับเขาสูจุดกําเนิด (origin) โดยธรรมชาต ิอยางไรก็ดี จุดสมดุลจะเพิ่มเปนสามจดุเมื่อ  r > 1 
และทั้งสามจดุจะไมเสถียรเม่ือ  r > rH  โดยที่ 
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ถึงแมวาจุดสมดุลทั้งสามจดุจะไมเสถียรในกรณี r > rH พลวัตลอเรนซโดยรวมก็ไมเขาสูอนันต  
แตสถานะของระบบกลับมีการเปลี่ยนแปลงภายในขอบเขตจํากัด (bounded trajectory) ในลักษณะของ    
การแกวงแบบไมเปนคาบ (non-periodic oscillation)  นอกจากนั้น พลวตัของระบบยังแสดงความไวตอ      
คาเริ่มตน ตามที่ลอเรนซพบในแบบจําลองสภาวะอากาศที่เขาสรางขึ้นในป ค.ศ.๑๙๖๓  ลักษณะโดยรวมของ
ระบบถึงแมจะสามารถอธิบายไดดวยสมการคณิตศาสตร แตผลลพัธกลบัไมสามารถทํานายลวงหนาได      
เนื่องจากความคลาดเคลือ่นเพยีงเล็กนอยในการวัดคาเริ่มตน จะสงผลใหสถานะของระบบแตกตางกัน    
อยางสิ้นเชิงในที่สุด  
 อันท่ีจริงมีผูคนพบลักษณะของความไวตอคาเริ่มตนกอนหนาการคนพบของลอเรนซ โดยใน     
คริสตศตวรรษที ่๑๙ นักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส เฮนรี่  พอยนคาเร (Henri Poincaré) พบวาผลการคํานวณ
การโคจรของวัตถุทองฟาสามดวง (three celestial bodies) โดยใชสมการของนิวตันน้ันไมสามารถแสดง
ออกมาในรูปสมการตอเนื่อง (closed-form solution) ได นอกจากนั้นแลว เสนทางการโคจรที่คํานวณได
ออกมาแตกตางกันอยางสิ้นเชิงเม่ือคาเร่ิมตนของการโคจรเปลี่ยนไปเพียงเล็กนอย  อยางไรก็ดี นัก
คณิตศาสตรและนักวิทยาศาสตรในสมัยนั้นไมใหความสนใจกบัการคนพบของพอยนคาเร เนื่องจากขั้นตอน
การคํานวณที ่  ซบัซอนเกนิกวาทีจ่ะทําไดโดยไมใชเครื่องคอมพวิเตอร (ซึ่งยังตองรอไปอีกเกอืบ  ๑๐๐  ป) 
 นอกจากการคํานวณที่ซบัซอนแลว นักคณิตศาสตรและนักวิทยาศาสตรในสมยัน้ันยังมีเหตผุลอื่นที่
ไมใหความสนใจกบัการคนพบของพอยนคาเร นบัตั้งแตกอนการคนพบสมการของนวิตนันักวิทยาศาสตร 
และนักคณติศาสตรเชือ่วาทกุสิ่งทุกอยางในจักรวาลสามารถอธิบายไดดวยสมการทางคณิตศาสตร และถา  
ท้ังจักรวาลถูกกําหนดไวดวยกฎของวิทยาศาสตรและสมการคณิตศาสตรแลว มนุษยยอมสามารถทํานาย
ปรากฏการณตาง ๆ ลวงหนาได  โดยการทราบคาเร่ิมตนของปรากฏการณน้ัน ๆ  และความคลาดเคลื่อนใน
คาเริ่มตนเพยีงเล็กนอยจะสงผลถึงผลการทํานายลวงหนาที่คลาดเคลือ่นเพียงเล็กนอยเทานัน้ดวย (ซึ่งเปน
จริงในกรณขีองปรากฏการณเชิงเสน)  การคนพบของพอยนคาเรแสดงใหเห็นวาความคลาดเคลือ่นแม   
เพียงเล็กนอย จะทําใหการทํานายลวงหนาผิดพลาดไปอยางสิ้นเชงิ ซึ่งหมายความวาเปนไปไมไดท่ีจะ
ทํานายปรากฏการณที่มีความไวตอคาเริม่ตนลวงหนาได 
 ปรากฏการณความไวตอคาเร่ิมตน (sensitive dependence on initial conditions) ถูกละเลยมา
จนถึงกลางครสิตศตวรรษที ่ ๒๐ เม่ือเริ่มมีการใชเครือ่งคอมพิวเตอร  หลังจากการคนพบของลอเรนซ ไดมี     
นักคณิตศาสตรและนักวทิยาศาสตรจํานวนมากที่เร่ิมหันมาสนใจศกึษาปรากฏการณนี้อยางจริงจัง     และใน
กลางทศวรรษที ่๗๐ นักฟสิกส เจมส ยอรค (James Yorke) ชาวอเมริกันไดตั้งชือ่ปรากฏการณน้ีวา “เคออส” 
(Chaos) ซึ่งเปนชื่อที่ใชแพรหลายมาจนปจจุบัน  
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ผลการทดลองกังหันน้ํา 

 เซนเซอรวัดความเร็ว (optical encoder) ใชรวมกับเครื่องคอมพวิเตอรเพือ่วัด และบันทึกความเร็วใน
การหมุนของตัวกังหันนํ้า โดยที่อตัราน้ําไหลเขาในกังหันสามารถปรับไดดวยลิ้นเปด - ปด เพือ่ปรบัแตง    
คุณลักษณะภายในของระบบ เม่ือน้ําถูกปลอยใหไหลเขาในอัตราที่สงูความเร็วการหมุนของกังหันจะเปลี่ยนแปลง  
ในลักษณะของการแกวงแบบคงที ่ (steady-state oscillation)  ในรูปที ่๓  และความเร็วการหมุนของกังหัน
นํ้าจะเปลี่ยนเปนลักษณะของการแกวงแบบไมเปนคาบและความไรระเบียบ  เม่ืออตัราการไหลเขาของนํ้า  
ลดลง ในรูปท่ี ๔ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่๓  และรูปท่ี ๔ แสดงการเปลี่ยนแปลงของระบบจากจากการแกวงแบบคงที่ (1 < r < rH) ไป    
สูเคออส  (r > rH)  การแกวงในรูปที ่๓ มีขนาด (amplitude) ไมคงที ่ เนือ่งจากแรงเสียดทานของแกนหมนุ
และความคลาดเคลื่อนในการสรางตัวกังหนั 

ลักษณะความไวตอคาเริ่มตนสามารถสังเกตได จากกราฟบนัทึกความเร็วการหมุนของกังหันในรูป  
ท่ี ๕  เม่ือตําแหนงเร่ิมตนการหมุนของกังหันนํ้าเปลีย่นไปเล็กนอย กราฟความเร็วการหมุนของกังหันทั้งสอง
ครั้งไมมีความคลายคลึงกันเลย 
 

 
 
 
 

รูปที่ ๔  การแกวงแบบไมเปนคาบ รูปที ่๓  การแกวงแบบคงที่ 
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สรุป 

 นอกจากพลวตัแบบลอเรนซแลว ปรากฏการณไรระเบียบยังพบในพลวตัไมเชิงเสนอื่น ๆ อีก          
เชน  แฟรคตลั  (fractal geometry) และการไหลแบบเทอรบูเลนท (turbulent flow)  พลวัตเหลาน้ีถูกกําหนด
ดวยกฎเกณฑทางวทิยาศาสตร และสามารถอธิบายไดดวยสมการคณิตศาสตร ปรากฏการณไรระเบียบ     
จึงไมใชความยุงเหยิงหรือไมแนนอนเหมอืนอยางที่หลายคนเขาใจ (โดยเฉพาะเม่ือแปลจากชื่อ “chaos”)      
แตเปนการเปลี่ยนแปลงที่ซับซอนภายใตกฎเกณฑแนนอนแตไมอาจทํานายลวงหนาไดอันเนือ่งมาจากความ
ไวตอคาเริ่มตนของระบบ 
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รูปที ่๕  ความเร็วการหมุนของกังหันนํ้าเมื่อคาเริ่มตนเปล่ียนไป 


