
การแสดงมุมเอียงและการเปลี่ยนแกนอางอิง 
น.ต.ดร. กฤษฎา แสงเพ็ชรสอง 

อาจารยฝายศึกษา โรงเรียนนายเรือ 

 
๑.  บทคัดยอ 
 การแสดงวาวัตถุทํามุมเอียงอยางไรกับแกนอางอิง (Orientation Representation) และ     
การเปลี่ยนแกนอางอิงของเวกเตอร (Coordinate Transformation) เปนพ้ืนฐานสําคัญที่ถูกใชงานในหลาย
สาขา เชน ในระบบหาตําบลที่ ในงาน Computer Graphics สามมิติ หรือในการวิเคราะหระบบที่
ประกอบดวยหลายจุดเชื่อมตอ เปนตน บทความนี้สรุปทฤษฎีเบื้องตนเกี่ยวกับ Orientation 
Representation และ Coordinate Transformation ที่เปนที่ยอมรับใชงานอยางกวางขวาง ๓ วิธีไดแก 
Direction Cosine Matrix, Euler Angle และ Quaternion  

๒.  บทนํา 
Dead Reckoning คือหลักการหาตําแหนงโดยนําขนาดและทิศทางของความเร็วมาคํานวณหาทิศทาง

และระยะทางของการเคลื่อนที่ เชน ถารูวาวัตถุ (body) กําลังเคลื่อนที่ไปทางทิศเหนือดวยความเร็ว     
๘๐ กิโลเมตรตอชั่วโมง หลังจากเวลาผานไปครึ่งชั่วโมงตําแหนงของวัตถุคือทางเหนือของจุดเริ่มตนเปน
ระยะ ๔๐ กิโลเมตร  

 

 
Figure 1 Strapdown INS operating concept 
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 Figure 1 แสดงหลักการทํางานของ Strapdown Inertial Navigation System (INS) ในการหา
ตําแหนงของเครื่องบิน ใน Strapdown INS ประกอบดวย Accelerometers และ Rate Gyros ซ่ึงเปน
เซนเซอรใชวัดความเรงเชิงเสน ba  และความเร็วเชิงมุม b

biω  ตามลําดับ โดยหลักการแลว Strapdown 
INS นําขอมูลความเร็วเชิงมุมที่ Rate Gyros วัดไดมาคํานวณหาทิศทางของการเคลื่อนที่ เพ่ือใชประกอบ
กับขอมูลความเรงเชิงเสนที่ Accelerometers วัดไดในการคํานวณหาความเร็วและระยะทางของการ
เคลื่อนที่ โดยอาศัยหลักการ Dead Reckoning ตามที่อธิบายไปแลวในชวงตน 
 นอกจากระบบนํารองแบบ Strapdown INS แลว การแสดงวาวัตถุทํามุมเอียงอยางไรกับแกน
อางอิง (Orientation Representation) และการเปลี่ยนแกนอางอิงของเวกเตอร (Coordinate Transformation) 
เปนความรูพ้ืนฐานที่สําคัญที่ถูกใชงานในอีกหลายสาขา เชน ในการแสดงภาพสามมิติ (Computer 
Graphics) หรือในการวิเคราะหระบบที่ประกอบดวยจุดเชื่อมตอหลายจุด (เชน แขนกล) เปนตน บทความ
น้ีสรุปทฤษฎีเบื้องตนเกี่ยวกับ Orientation Representation และ Coordinate Transformation ที่เปนที่ยอมรับ
ใชงานอยางกวางขวาง ๓ วิธีไดแก Direction Cosine Matrix, Euler Angle (อานวาออยเลอร) และ 
Quaternion พรอมทั้งเปรียบเทียบขอดีขอเสียของแตละวิธี 
 การวิเคราะหเกี่ยวกับ Orientation และ Coordinate Transformation โดยทั่วไปใชสมมุติฐานของ 
Cartesian Coordinate (แกน X-Y-Z ตั้งฉากซึ่งกันและกัน) และกําหนดเครื่องหมาย (Sign Convention) 
ตาม Right Hand Rule กลาวคือ ให XYZ เปนแกนอางอิง (reference frame) แบบ Cartesian ทิศบวกของ
แกน X-Y-Z จะชี้ไปตามทิศของนิ้วชี้ น้ิวกลาง และนิ้วโปงของมือขวา ตามลําดับ เม่ือใชมือขวากํา     
รอบแกนที่หมุนโดยใหน้ิวโปงชี้ไปในทิศบวกของแกนที่หมุนนั้น การหมุนมีคาเปนบวกเม่ือหมุนตามทิศ
ของนิ้วที่เหลือทั้ง ๔ ดังแสดงใน Figure 2 

                    
Figure 2 Assumptions และ Sign Convention 
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การวิเคราะหปญหาของ Orientation และ Coordinate Transformation สามารถพิจารณาไดดังนี้ 
กําหนดใหมีแกนอางอิง ๒  แกนคือ i-frame (XYZ) และ b-frame (xyz) ดังแสดงใน Figure 3 โดยที่ i-frame 
หยุดนิ่งไมเคลื่อนที่ (Inertia), b-frame หมุนดวยความเร็วเชิงมุม T

zyx
b
ib ][ ωωω=ω  (subscript ib  ใช

ระบุวาเปนความเร็วเชิงมุมของ b-frame สัมพัทธกับ i-frame, superscript b  ใชระบุวาเปนเวกเตอรที่เขียน
บรรยายใน b-frame และ superscript T  หมายถึง Transpose) ดังน้ันเวกเตอร b

ibω  มีขนาดของ
องคประกอบในแกน x, y และ z คือ xω , yω  และ zω  ตามลําดับ ให r  คือเวกเตอรอิสระใดๆ ปญหาของ 
Coordinate Transformation คือ จะสามารถเขียนบรรยายเวกเตอรอิสระ r  ใน i-frame ( ir ) และ b-frame 
( br ) ไดอยางไร 

                                
Figure 3 Rotating Reference Frame 

 
 Figure 4 แสดงตัวอยางการเปลี่ยนแกนอางอิง กําหนดใหตอนเริ่มตน ( 0=t ) i-frame และ       
b-frame ซอนทับกันโดยที่ แกน X ทับแกน x, แกน Y ทับแกน y และ แกน Z ทับแกน z  พอดี ให r  เปน
เวกเตอรอิสระมีขนาด ๑ หนวยในทิศบวกของ X เราสามารถเขียน r  ใน i-frame และ b-frame ณ เวลา 

0=t  ไดเปน Tbi ]001[)0()0( == rr  ดังแสดงใน Figure 4a กําหนดให b-frame หมุนดวยความเร็ว
เชิงมุม ๑ องศาตอวินาทีรอบแกน z ( Tb

ib ]100[=ω ) ดังนั้นที่เวลา sec90=t  b-frame หมุนไปได        
๙๐ องศา ดังแสดงใน Figure 4b ทําใหสามารถเขียนเวกเตอร r  ใน b-frame ไดใหมเปน 

Tb ]010[)90( −=r   
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Figure 4 Coordinate Transformation with Rotating Reference Frame 

๓.  Direction Cosine Matrix 
 กําหนดให [ ]Tiiii zyx=r  และ [ ]Tbbbb zyx=r  คือเวกเตอรใน i-frame และ           
b-frame ตามลําดับ Direction Cosine Matrix (DCM) i

bC  คือ เมตริกซ (Transformation Matrix) ที่ใช
เปลี่ยนเวกเตอร br  เปนเวกเตอร ir  เราสามารถเขียนความสัมพันธระหวาง i

bC , ir  และ br  ไดคือ 
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rCr   ( 1 ) 

 jkc  คือ cosine ของมุมระหวางแกน thj  ของ i-frame และแกน thk  ของ b-frame 
( 3,2,1=thj  คือแกน X,Y,Z และ 3,2,1=thk  คือ แกน x,y,z ตามลําดับ) เราสามารถกลาวไดวาการใช 
DCM คือการแตกแรงของ br  ในแนวแกน x-y-z ไปตามแนวแกน X-Y-Z ใน i-frame ดวย dot product 
DCM มีคุณสมบัติที่สําคัญคือเปน Orthogonal Matrix กลาวคือ 
                                                  [ ] [ ] b

i
Ti

b
i
b CCC ==

−1  ( 2 ) 
 [ ] 1−i

bC  คือ Inverse ของ i
bC  และ [ ]Ti

bC  คือ Transpose ของ i
bC  เราสามารถใช DCM เพ่ือ

แสดงวาวัตถุทํามุมเอียงกับแกนอางอิงอยางไร เชน จากกรณีขางตน หากกําหนดให b-frame เปน    
แกนอางอิงที่ยึดติดกับวัตถุ (body frame) และ i-frame เปนแกนอางอิงที่ยึดติดกับผิวโลก i

bC  จะเปน     
ตัวบงชี้วา ณ เวลาหนึ่ง วัตถุทํามุมเอียงกับผิวโลกอยางไร 
 สมมุติใหวัตถุหมุนดวยความเร็วเชิงมุม ดังน้ันมุมเอียงของวัตถุ (และ DCM) จะเปลี่ยนแปลง
ตามเวลา  เราสามารถคํานวณการเปลี่ยนแปลงตามเวลาของ DCM ไดโดยกําหนดให 

[ ]Tzyx σσσ=σ  เปนเวกเตอรมุมของการหมุน (rotation angle vector) ที่เม่ือหมุน b-frame ที่เวลา 
kt  โดยใช σ  เปนแกนหมุนดวยมุมขนาด 222

zyx σσσσ ++==σ  จะไดผลลัพธคือ b-frame ที่เวลา 1+kt   
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เขียน σ  ในรูปของ Skew-symmetric ได [ ]
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ให kb  และ 1+kb  เปนหมายถึง b-frame ที่เวลา kt  และ 1+kt  ตามลําดับ เราสามารถพิสูจนไดวา 
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หรือ 

[ ] [ ]2211
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1 42

2
σσa  

สําหรับการหมุนดวยมุมที่มีขนาดเล็ก ( [ ]Tzyx δσδσδσ=σ  ให 0→xδσ , 0→yδσ , 0→zδσ ) 
เราสามารถประมาณคา k

k

b
b 1+
C  ไดจาก 
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เราสามารถหาเวกเตอรมุมของการหมุน σ  จากความเร็วเชิงมุม ω  ไดคือ  

∫
+

=
1k

k

t

t

dtωσ  ( 6 ) 

 โดยทั่วไป ถา ω  มีการเปลี่ยนแปลงทิศทางในชวงเวลาที่พิจารณา เราจะไมสามารถหาคา σ  
ไดอยางแมนยําดวยการรวม (sum) คาของมุมที่เพ่ิมขึ้นเนื่องจากความเร็วในชวงเวลาสั้น ๆ (Direct 
Numerical Integration ของ ( 6 ) และในทางทฤษฎี closed-form solution ของ σ  สําหรับการเคลื่อนที่
โดยทั่วไปสามารถหาไดจาก  
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 อยางไรก็ตามในทางปฏิบัติ เราสามารถหา σ  จาก ( 6 ) โดยเขียน sin และ cos ในรูปของ 

series expansion แลวไมพิจารณาเทอมที่มี order สูง เชน ( 8 ) คือ 4th order approximation ของ ( 6 ) 

)(
12
1

2
1 ωσσωσωσ ××+×+=&  ( 8 ) 

นอกจากนี้ เรายังสามารถประมาณ σ  ไดจาก  

)()( 11 ++ += kk tt αασ δ  ( 9 ) 

โดยที่ ∫ ×=
t

tk

dtt )(
2
1)( ωααδ  และ ∫=

t

tk

dtt ωα )(  

๔.  Euler Angles 
 Euler Angles เปนอีกวิธีหน่ึงสําหรับใชแสดงวาวัตถุเอียงทํามุมกับแกนอางอิงอยางไร นิยาม
ของ Euler Angles คือมุมที่เม่ือหมุน i-frame ตามลําดับดังน้ีแลวจะได b-frame 

๑. มุม Yaw ψ  รอบแกน z ของ i-frame 
๒. มุม Pitch θ  รอบแกน y ของ i-frame 
๓. มุม Roll φ  รอบแกน x ของ i-frame 

 การหมุน i-frame ตามลําดับ Yaw-Pitch-Roll ที่กําหนดขางตนมีความสําคัญ เพราะการหมุน
แกนดวยลําดับที่ตางกันจะทําใหไดผลลัพธคือ Transformation Matrix ที่ตางกัน เม่ือหมุนแกนตามลําดับ
ขางตนแลวจะได Transformation Matrix ในรูปของ Euler Angles คือ 
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รูปที่ ๕ Transformation Matrix from Euler Angles 
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 เราสามารถใชสมการตามรูปที่ ๕ เพ่ือหาความสัมพันธระหวางการเปลี่ยนแปลงของ Euler 
Angles ตามความเร็วเชิงมุมของวัตถุ (หรือ b-frame) ไดจาก 
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เราสามารถเขียนและจัดรูป ( 11 ) ไดใหมเปน 
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๕.  Quaternion 
 พิจารณา complex number ในรูปของ polar 1

1
θiez =  ( 1z  ถูก normalized ใหมีขนาดเทากับ 1) 

และให complex number 2
22

θierz =   เม่ือคูณ complex numbers ทั้งสองจะได )(
221

12 θθ += ierzz  จะเห็น
ไดวาการคูณกันของ normalized complex number เทียบเทากับการหมุนเวกเตอรใน ๒ มิติ ในลักษณะ
เดียวกัน Quaternion เปรียบเสมือนการเขียน complex number ขั้นสูงเพ่ือหมุนเวกเตอรใน ๓ มิติ  

กําหนดให [ ]Tzyx σσσ=σ  เปนเวกเตอรมุมของการหมุน (rotation angle) เชนเดียวกับที่
บรรยายในหัวขอ Direction Cosine Matrix นิยามของ Quaternion q  คือ 
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σσq  ( 13 ) 

ให 2222 dcbaN +++=  เราสามารถหา normalized q  ไดจาก 

[ ] [ ]TT qqqqdcba
NN 3210
1~ ===

qq  ( 14 ) 

 เราสามารถเปลี่ยนแกนอางอิงระหวาง i-frame และ b-frame โดยการคูณ normalized q  ดังน้ี 
*~~ qrqr bi =  ( 15 ) 

และ  

qrqr ~~* ib =  ( 16 ) 

[ ]Tqqqq 3210
*~ −−−=q  คือ complex conjugate ของ q~   

เราสามารถเขียน ( 15 ) ในรูปของ Matrix Multiplication ไดคือ 
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เราสามารถหาความสัมพันธของการเปลี่ยนแปลงของ q  กับความเร็วเชิงมุมของวัตถุ (b-frame) ไดจาก
การคูณ quaternion  

qpq 5.0=&  ( 18 ) 
หรือในรูปของเมตริกซ 
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โดยที่ [ ]Tzyx
b
ib ωωω=ω  และ [ ]Tzyx ωωω0=p  ถาความเร็วเชิงมุม b

ibω  คงที่ในชวงเวลา
สั้นๆ ที่พิจารณา เราสามารถเขียนไดวา 

kkk rqq ⋅=+1  ( 20 ) 
[ ]Tzsysxsck aaaa σσσ=r  
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 ในขณะที่ kq  คือ quaternion ที่บรรยายความสัมพันธระหวาง i-frame และ b-frame จะเห็นได
วา kr  คือ quaternion ที่บอกความสัมพันธระหวาง b-frame ที่เวลา kt  กับ 1+kt  σ  คือเวกเตอรมุมของ
การหมุน (rotation angle) ซ่ึงสามารถหาไดตามที่บรรยายในหัวขอ Direction Cosine Matrix 

๖.  ขอพิจารณาในการประยุกตใชงานจริง 
Table 1 สรุปขอดีขอเสียของวิธี DCM, Euler Angles, Quaternion 

วิธ ี ขอดี ขอเสีย 
Direction Cosine Matrix ไมมีปญหา Gimbals Lock ใชตัวแปรมากที่สุด ๙ ตัว 
Euler Angles ๑. ใหความหมายทางกายภาพ 

ที่ชัดเจน (มุม roll, pitch, yaw) 
๒. ใชตัวแปรนอยที่สุดคือ ๓ ตัว 

มีปญหาเกี่ยวกับ Gimbals Lock 
ใน ( 12 ) เม่ือมุม pitch θ  เขาใกล 
๙๐ องศา ∞→θtan ) 
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วิธ ี ขอดี ขอเสีย 
Quaternion ๑. ไมมีปญหา Gimbals Lock 

๒. ใชตัวแปรนอยกวา DCM 
การคํานวณมาก เทอมยกกําลัง
สองใน ( 17 ) 

 
 Table 1 เปนการสรุปขอดีขอเสียของวิธี DCM, Euler Angles, Quaternion  
 จะเห็นไดจากการบรรยายกอนหนานี้วาสิ่งสําคัญที่จะทําใหสามารถคํานวณมุมเอียงของวัตถุ
เทียบกับแกนอางอิงไดคือจําเปนตองรูความเร็วเชิงมุมของวัตถุน้ัน ๆ โดยปกติเรามักตั้งสมมุติฐานวาเรา
รู/สามารถวัดความเร็วเชิงมุมไดอยางแมนยํา โดยไมมีความคลาดเคลื่อน สมมุติฐานนี้อาจเปนจริงใน
เฉพาะบางกรณีเทานั้น เชน การแสดงภาพสามมิติดวยคอมพิวเตอร (animation/simulation) ซ่ึงผูเขียน
โปรแกรมรูแนนอนวาวัตถุในภาพแตละชิ้นเคลื่อนที่ยังไง อยางไรก็ตามมีการใชงานอีกหลายประเภทใน
ชีวิตจริงที่ไมรูคาความเร็วเชิงมุมอยางแนนอน และทําใหตองวัดคาเหลานี้ดวยเซนเซอรซ่ึงจะตองถูก
รบกวนโดย Noise ทําใหคาความเร็วเชิงมุมที่วัดไดมีความคลาดเคลื่อน ยกตัวอยางเชน ในระบบ 
Strapdown INS  เปนตน 
 เน่ืองจากการหามุมเอียงเปนการ Integrate ความเร็วเชิงมุม ดังน้ันคาความคลาดเคลื่อนของ
เซนเซอรจะถูกถายทอดและสะสมอยูในคาของมุมเอียงที่คํานวณได ดวยเหตุน้ี ทําใหโดยมากคาความ
คลาดเคลื่อนของมุมเอียงที่คํานวณไดจึงเพ่ิมสูงขึ้นตามเวลา และจําเปนตองใชเทคนิคอ่ืน ๆ เชน Kalman 
Filtering เพ่ือนําขอมูลจากเซนเซอรอ่ืน ๆ มาใชประกอบกันและปองกันไมใหคาความคลาดเคลื่อน
เพ่ิมขึ้นตามเวลา  
 Figure 6 แสดงผลการจําลอง Monte Carlo จํานวน 30 runs ของการคํานวณมุมอางอิง Roll และ 
Pitch ของวัตถุภายในเวลา ๖๐ วินาที ดวยวิธี Integrated Rate gyros/Accelerometers ซ่ึงใช Kalman Filter 
เพ่ือประมวลผลโดยนําขอมูลที่ Rate gyros และ Accelerometers วัดไดมาใชรวมกันในทางที่ Optimal ที่สุด 
เปรียบเทียบกับวิธี Stand-alone rate gyros ซ่ึงใชขอมูลที่ Rate gyros วัดไดเพียงอยางเดียวมาคํานวณหา
มุมเอียง จะสังเกตไดวาการใช Kalman Filter สามารถชวยใหคาความคลาดเคลื่อนไมเพ่ิมมากขึ้นจริงเม่ือ
เปรียบเทียบกับ Stand-alone rate gyros 
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Figure 6 Performance Comparison of Attitude Determination Algorithms using Stand-alone Rate gyros 
against Integrated Rate gyros/Accelerometers (Monte Carlo Simulation 30 runs) 

๗.  สรุป 
 บทความนี้ไดนําเสนอทฤษฎีเกี่ยวกับวิธีการแสดงมุมเอียงของวัตถุเทียบกับแกนอางอิงและ
วิธีการเปลี่ยนแกนอางอิงที่เปนที่ยอมรับใชงานอยางกวางขวางคือ Direction Cosine Matrix, Euler Angles 
และ Quaternion พรอมทั้งไดแสดงใหเห็นวาแตละวิธีมีขอดีขอเสียอยางไร อยางไรก็ตามผูอานควรสังเกต
วาไมมีวิธีใดวิธีหน่ึงที่ดีที่สุด เน่ืองจากในการประยุกตใชงานจริงยังมีองคประกอบอื่น ๆ ที่ตองนํามารวม
พิจารณา (real-time/offline analysis, processing power, required accuracy เปนตน) ทําใหวิธีหน่ึงอาจ
เหมาะกวาวิธีอ่ืนแลวแตกรณี สิ่งสําคัญคือผูอานเขาใจทฤษฎีพ้ืนฐานอยางถองแทเพ่ือที่จะสามารถ
ตัดสินใจเลือกใชงานไดอยางถูกตองเหมาะสม 
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